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深切口椭圆柔性铰链
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摘要：提出了一类椭圆柔性铰链———深切口椭圆柔性铰链，其切口的宽度为椭圆的短半轴，而切口的深度为椭圆的长半

轴。基于材料力学中的变截面梁的弯曲理论，通过引入离心角作为积分变量，推导出了这类柔性铰链的转角、转动精度

和最大应力的解析计算公式。这些公式简洁、规范，可用于工程设计中的计算和分析。用有限元分析软件ＡＮＳＹＳ分析

了多个不同尺寸的椭圆柔性铰链，分析结果与解析计算公式的计算结果吻合得很好。其中转角的最大误差不超过４％，

最大应力的最大误差不超过５％，转动精度的最大误差不超过７％，说明了这些解析计算公式的正确性。分析结果也表

明，这类铰链非常适合于要求高精度传动的应用场合。
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１　引　言

　　柔性铰链作为一种小体积、无机械摩擦、无间

隙和高灵敏度的传动结构，被广泛应用于各种要

求小角位移、高精度传动的场合，如微夹钳机

构［１］、微动操作台［２４］等。近年来，柔性铰链又受

到光学领域研究人员的青睐，相关的应用比比皆

是，如光学元件的调整座［４］、同步辐射的角度微调

装置［５］、光学自动调焦机构［６］等。

最初出现的柔性铰链有两种：直梁型柔性铰

链和圆弧型柔性铰链。直梁型柔性铰链有较大的

转动范围，但运动精度较差；而圆弧型柔性铰链的

运动精度较高，但转动范围相对较小。为了兼顾

运动精度和运动范围，有学者提出了椭圆型柔性

铰链［９］、导角型柔性铰链、抛物线型柔性铰链和双

曲线型柔性铰链［１０］。早在１９６５年，ＰＡＲＯＳ等便

给出了圆弧型柔性铰链的简化计算公式［１１］，但

是，时至今日，其他形式的柔性铰链的设计计算仍

然十分复杂，工程设计中普遍采用数值积分方法

和有限元方法。

Ｓｍｉｔｈ等人
［９］以及笔者［１２］对椭圆柔性铰链进

行了较为全面的研究，但是，这些研究都是在将椭

圆的长轴作为切口宽度的前提下进行的，这样可

以使铰链获得更大的柔度，非常适合于要求大行

程的全柔性机构，然而，这类铰链的转动精度比较

差。鉴于此，本文提出另一类椭圆柔性铰链—以

椭圆的短轴为切口宽度，文中称其为“深切口椭圆

柔性铰链”。

２　深切口椭圆柔性铰链

　　图１为深切口椭圆柔性铰链示意，对应椭圆

的长半轴、短半轴分别为犪和犫（犪≥犫），可以将直

圆柔性铰链看作是犪＝犫的椭圆柔性铰链。

图１　深切口椭圆柔性铰链

Ｆｉｇ．１　Ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅｏｆｄｅｅｐｃｕｔｏｕｔ

２．１　椭圆的离心角

以原点为圆心，分别以椭圆的长轴和短轴为

直径作两个辅助圆，如图２所示。对于参数，

在区间［０，２π）内的取值与椭圆上的点存在着一

一对应的关系，且从图２可看出，对椭圆上任一点

犘，有

狓犘＝犫ｃｏｓ，狔犘＝犪ｓｉｎ（０≤＜２π），

参数即为椭圆的离心角。

图２　椭圆离心角

Ｆｉｇ．２　Ｅｃｃｅｎｔｒｉｃａｎｇｌｅｏｆａｎｅｌｌｉｐｓｅ

２．２　柔度特性

令铰链材料的弹性模量为犈，剪切弹性模量

为犌，犕（狓）为作用于微小段ｄ狓的弯矩，犐（狓）为微

小段ｄ狓的断面对中心轴的惯性矩。将铰链的变

形看作是由许多微小弯曲变形累积的结果，把每

个微小段看作长度为ｄ狓的矩形断面梁。根据材

料力学，可得铰链中性面曲率半径：

１

ρ
＝
犕（狓）

犈犐（狓）
， （１）

由于曲线狔＝犳（狓）上任意一点的曲率为：
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１

ρ
＝

ｄ２狔
ｄ狓２

１＋
ｄ狔
ｄ（ ）狓［ ］

２ ３／２
， （２）

将（２）代入（１）式，可得挠曲线的微分方程：

ｄ２狔
ｄ狓２

１＋
ｄ狔
ｄ（ ）狓［ ］

２ ３／２＝
犕（狓）

犈犐（狓）
． （３）

一般来说，铰链切口的尺寸较结构的其它尺

寸小得多，可以认为弯矩变化很小，即可把犕（狓）

视为常数。再加上柔性铰链变形很小，挠曲线非

常平坦，ｄ狔／ｄ狓１，式（３）可简化为

ｄ２狔
ｄ狓２
＝
犕（狓）

犈犐（狓）
， （４）

对式（４）进行一次积分，并考虑截面对中心轴的惯

性矩犐（狓）＝狑×犺３（狓）／１２，即得到计算转角θ的

公式：

θ＝
ｄ狔
ｄ狓
＝∫
ｄ２狔
ｄ狓２
ｄ狓＝∫

１２犕

犈狑［犺（狓）］３
ｄ狓． （５）

下面通过引入离心角来简化在处截取的

微元ｄ。由于柔性铰链的变形主要集中在中间

图３　微元划分示意图

Ｆｉｇ．３　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｓｔｒｉｐ

较为薄弱的部分，可以忽略掉其余部分的转角，积

分区间为犗点到犇 点。由图３可知，对应的取

值范围为［－π／２，π／２］，且有：

犺（）＝２犪＋狋－２犪ｃｏｓ． （６）

又由狓＝犫＋犫ｓｉｎ，有：

ｄ狓＝犫ｃｏｓｄ． （７）

将式（６）、（７）代入式（５），得：

θ＝∫
π／２

－π／２

１２犕犫ｃｏｓ
犈狑（２犪＋狋－２犪ｃｏｓ）

３ｄ＝

１２犕犫
犈狑∫

π／２

－π／２

ｃｏｓ
（２犪＋狋－２犪ｃｏｓ）

３ｄ， （８）

令狊＝犪／狋，可得到铰链的转角计算公式：

　　θ＝
１２犕犫

犈狑狋３∫
π／２

－π／２

ｃｏｓ
（２狊＋１－２狊ｃｏｓ）

３ｄ，（９）

由于狊＞０，式（９）在Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ中的积分结果为

θ＝２４犕犪γ１／犈狑狋
３， （１０）

其中：

γ１＝
６狊（２狊＋１）
（４狊＋１）５

／２ａｒｃｔａｎ ４狊＋槡 １＋
６狊２＋４狊＋１

（２狊＋１）（４狊＋１）５
／２
，

由式（１０）可得铰链的柔度计算公式：

犮＝１／犽＝
θ
犕
＝２４犪γ１／犈狑狋

３． （１１）

２．３　精度特性

理想铰链应可以绕其中心点自由旋转，但是，

对于真实的柔性铰链，要让它作旋转运动就必须

施加变形力。然而，即使施加的力很小，也会导致

铰链中心点偏离其几何中心，这就会影响柔性铰

链的转动精度。为了“定量地”考察柔性铰链的精

度，本文采用文献［１０］中的方法：用切口中心犆

点处的挠度来表征铰链的精度。需要指出的是，

犆点的挠度并非精度的严格定义。铰链左端固

定，因此，对转角θ表达式（５）在区间［－π／２，０］

上积分，即得到犆点的挠度：

狏犆＝
１２犕犫

犈狑狋３∫
０

－
π
２∫



－
π
２

ｃｏｓβ
（２狊＋１－２狊ｃｏｓβ）

３ｄ［ ］β·

犫ｃｏｓｄ＝
６犕犫２

犈狑狋３
· １

１＋２狊
． （１２）

显然，对于铰链来说，转动精度与铰链的切口

形状密切相关。

２．４　铰链的最大应力

由应力集中系数犓狋 的定义，在纯弯曲情况

下，可以使用如下公式计算铰链的最大应力：

σｍａｘ＝犓狋
６犕

狋２狑
， （１３）

其中犕 为所施加的弯矩。

显然，最大应力发生在厚度最小的截面处，且

远离中性轴的上下两端，此处曲率半径记为狉，

有［９］：

犓狋＝（１＋狋／２狉）
９／２０，（０＜狋／２狉＜２．３）．（１４）

其中，椭圆的曲率可表示为：

１

狉
＝

犪犫
（犫２ｓｉｎ２＋犪

２ｃｏｓ２）
３／２

＝π／２
＝
犪

犫２
．

因此有：

犓狋＝（１＋犪狋／２犫
２）９／２０． （１５）
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３　实例计算与比较

　　 椭圆柔性铰链的尺寸：狋＝０．５ｍｍ，狑＝５

ｍｍ，犫＝３ｍｍ，犪依次取５ｍｍ，４．５ｍｍ，４ｍｍ，

３．５ｍｍ，３ｍｍ，２ｍｍ和１ｍｍ（犪取３ｍｍ，铰链

就成为直圆柔性铰链）；材料选用钛合金，其杨氏

模量为１１０ＧＰａ，泊松比为０．３３；铰链的自由端作

用弯矩犕＝０．０２Ｎ·ｍ。为了验证解析公式的正

确性，在ＡＮＳＹＳ软件中选用Ｓｈｅｌｌ６３单元（此单

元的每个节点均具有六个自由度）对这一系列的

铰链进行有限元分析。有限元分析得到的变形图

如图４所示；解析方法的计算结果和有限元方法

计算结果见表１。

（ａ）犪＝５．０ｍｍ（ｂ）犪＝４．５ｍｍ（ｃ）犪＝４．０ｍｍ（ｄ）犪＝３．５ｍｍ

（ｅ）犪＝３．０ｍｍ　（ｆ）犪＝２．０ｍｍ　（ｇ）犪＝１．０ｍｍ

图４　有限元分析结果

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓ

表１　解析方法与有限元方法的结果比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄＦＥＭｒｅｓｕｌｔｓ

铰链类型 犪（ｍｍ）
解析计算结果 有限元分析结果

θ（ｍｒａｄ） 狏犆（μｍ） σｍａｘ（ＭＰａ） θ（ｍｒａｄ） 狏犆（μｍ） σｍａｘ（ＭＰａ）

５．０ ３．８５１９ ０．７４８０５ １０１．８ ３．７７６２ ０．８０４８７ ９９．２

深切口椭 ４．５ ４．０５４４ ０．８２６７９ １０１．２ ４．００６８ ０．８７１０９ ９３．３

圆铰链　 ４．０ ４．２９２５ ０．９２４０６ １００．７ ４．２１５３ ０．９９５３０ ９２．５

３．５ ４．５７８１ １．０４７３ １００．１ ４．６９８４ ０．９８７５０ ９５．１

直圆铰链 ３．０ ４．９２９３ １．２０８４ ９９．５ ４．９８８０ １．２８５４ ９４．２

椭圆铰链
２．０ ５．９７０６ １．７４５５ ９８．４ ６．１７６３ １．８５０７ ９４．１

１．０ ８．１６６４ ３．１４１８ ９７．２ ８．２１６３ ３．３２１０ ９３．０

图５　相对柔度曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ

　　表１中的数据表明：解析方法和有限元方法

的计算结果吻合得很好，其中θ最大误差不超过

４％，σｍａｘ最大误差不超过５％，狏犆 最大误差不超过

７％，充分说明计算公式的正确性。需要指出的

是，有限元分析模型采用的是Ｓｈｅｌｌ６３单元，并非

基于欧拉梁弯曲理论的Ｂｅａｍ单元，Ｓｈｅｌｌ６３是分

析单轴柔性铰链普遍采用的单元类型［１０］。两者

吻合的程度进一步表明解析计算公式的正确性。

随着犪减小，铰链的转角显著增大，但精度明

显变差，而最大应力变化不大。对于高精度微动

工作台和精密光学仪器［１３］，铰链精度是最重要的
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设计考虑因素，且微运动条件下应力问题只是一

个次要因素。为进一步地比较这几个铰链的优

劣，在不考虑最大应力的情况下，本文定义铰链的

相对柔度（即转角与精度之比）为：

犮ｒ＝θ／狏犆　． （１６）

该定义的含义是：在不超出材料的弹性范围的情

况下，要获得某一给定的转角θ，相对柔度越大的

铰链，其传动精度越高（即狏犆 越小）。根据表１中

的解析计算结果绘制了如图５所示的相对柔度曲

线。从图中可看出，深切口椭圆柔性铰链的相对

柔度比直圆柔性铰链和通常所说的椭圆柔性铰链

要大，因而更适合于要求高精度传动的微动工作

台和光学仪器。

４　结　论

　　 本文提出了另一类椭圆柔性铰链———深切

口椭圆柔性铰链。研究表明，与直圆铰链和椭圆

铰链相比，这类铰链更适合于要求高精度传动的

应用场合。推导出了这类柔性铰链柔度、转动精

度和最大应力的计算公式，这些公式具有简洁、规

范等特点，非常有利于工程设计中的计算和分析。

最后，使用有限元方法对此公式进行校核，两者吻

合得很好，其中转角的最大误差不超过４％，最大

应力的最大误差不超过５％，转动精度的最大误

差不超过７％，充分说明这些解析计算公式的正

确性。
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●下期预告

基于机器视觉的微装配控制策略及软件架构

徐　征１，王晓东２，程新宇１，罗　怡１，王立鼎１
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２．大连理工大学 精密与特种加工教育部重点实验室，辽宁 大连１１６０２４）

针对装配控制和软件架构等微装配重要环节进行了研究，对微装配具体需求、工作流程和人机交互

等进行了分析，提出先看后动的微装配控制模式，采用由任务层、策略层和行为层组成的分层控制架构，

建立了基于显微机器视觉的微装配平台。围绕可复用性要求，对软件中核心类的结构和对象间关系进

行了分析，采用面向对象的聚集关系构造任务层和策略层中的主要对象，最终实现了微装配控制软件。

基于本文的控制方法进行了微装配实验，所装配的微系统为微挠性摆动系统，由６个微小零件组成，所

有零件上均无人工标记点，装配后对其关键的技术指标进行了测量和对比分析。实验结果表明：自动装

配与手动装配的同轴度误差平均值相近，而对称度误差平均值有所改善，自动装配的各项指标不确定度

优于手动装配，装配的微系统其一致性有明显改善。本文提出的控制方法可以有效地用于复杂微系统

的装配，并且基于分层架构的控制方法及其相应的软件具有较高的人机交互性、鲁棒性和可复用性。

５７５第３期 　　　　　　　　　　陈贵敏，等：深切口椭圆柔性铰链


